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摘 要： 现实世界中的区域多具有不确定边界，现有基于确定区域的建模方法无法直接处理此类不确定区域间

的方向关系．用宽边界表示区域的不确定边界，以区域的最小边界矩形（ｍｉｎｉｍｕｍｂｏｕｎｄｉｎｇｒｅｃｔａｎｇｌｅ，简称 ＭＢＲ）为模型，
提出一种基于ＭＢＲ的不确定区域间方向关系建模方法．利用基于 ＭＢＲ的主方向关系和矩形代数表示不确定区域间
方向关系；定义不确定区域间方向关系的相容性复合；并给出一种相容性复合计算方法．
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１ 引言

不确定性是客观世界的一种重要特性．在地理分析
和图像理解等领域的许多实际应用中都存在着具有不

确定边界的空间对象．由于基于确定区域的空间关系模
型不能直接应用于具有不确定边界的区域对象，所以此

类不确定区域间空间关系建模已引起广泛关注［１］．目前
相关研究主要集中于二维空间拓扑关系，而不确定区域

间方向关系建模的研究尚不多见．
在能够处理确定区域间方向关系的模型中，Ｓｋｉ

ａｄｏｐｏｕｌｏｕｓ等［２］提出的主方向关系模型 ＳＫ最具代表性，
目前空间方向关系建模的研究工作大多是围绕着该模

型展开的［３～９］．在不确定区域间方向关系建模方面，现
有模型多是运用粗集、模糊集理论表示方向信息，或是

对已有精确模型简单扩展，且多集中于空间关系的表示

方面，推理方面研究较少，其中基于相容性复合的推理

研究更是少之又少．
Ａｌｌｅｎ等［１０］以一维区间之间的关系为研究对象，提

出区间代数理论．Ｂａｌｂｉａｎｉ等［１１，１２］提出矩形代数理论，为
二维空间关系建模奠定了基础．最小边界矩形（ＭＢＲ）是
平面区域对象的一种近似表示方法，是最常用的空间关

系模型［９］；通过矩形代数与 ＭＢＲ模型便于对空间关系
进行形式化表示和推理，因此二者是研究空间关系建模

的重要工具，然而目前多用于基于确定区域的空间关系

模型中．本文采用宽边界统一表示区域的不确定边界，
将矩形代数的良好计算性质应用于不确定区域间方向

关系的表示与推理中，定义 ＭＢＲ宽边界方向关系及其
上的相容性复合；并给出复合运算方法，从而实现对不

确定区域间方向关系的定性表示与推理．
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２ 基于ＭＢＲ的主方向关系与矩形代数
２．１ 基于ＭＢＲ的主方向关系

在平面空间中，与封闭单位圆同胚的区域（确定区域）

的集合用 ＲＥＧ表示；ＲＥＧ中有限个元素的并构成集合用
ＲＥＧ表示［２］．对于任意两个区域 ａ，ｂ∈ＲＥＧ，在描述 ａ
相对于 ｂ的方向关系时，称 ａ为主区域，ｂ为参照区域．通
过 ｂ的最小边界矩形 ｍｂｂ（ｂ）（图１（ａ）），将平面空间划分
成９个方向片，进而构成参照系统．如图１（ｂ）所示，ａ相对
于 ｂ的方向关系为 ＮＥ：Ｅ，记为 ａＮＥ：Ｅｂ．

定义１ 表达式 Ｒ１：…：Ｒｋ称为一个基本主方向关
系，其中：（ⅰ）１≤ｋ≤９，（ⅱ）Ｒ１，…，Ｒｋ∈｛Ｂ，Ｓ，ＳＷ，Ｗ，
ＮＷ，Ｎ，ＮＥ，Ｅ，ＳＥ｝；（ⅲ）对于每个 ｉ和ｊ，若 １≤ｉ，ｊ≤
ｋ，ｉ≠ｊ，则 Ｒｉ≠Ｒｊ；（ⅳ）对于任意一个参照区域 ｂ∈
ＲＥＧ，存在区域 ａ１，…，ａｋ∈ＲＥＧ，使得 ａ１∈Ｒ１（ｂ），…，
ａｋ∈Ｒｋ（ｂ）并且 ａ１∪…∪ａｋ∈ＲＥＧ［２］．
定义２ 一个基本主方向关系 Ｒ为基于 ＭＢＲ的主

方向关系，当且仅当存在两个矩形区域 ａ，ｂ∈ＲＥＧ，使
得 ａＲｂ［２，９］．

由定义 １可得到 ２１８个基本主方向关系，记为
Ｄｂａｓｉｃ；由定义２，Ｄｂａｓｉｃ中共含有３６个基于ＭＢＲ的主方向
关系，记为 Ｄｒｅｃ．

２．２ 矩形代数

在区间代数理论中，两个有限区间之间共存在 １３
种基本区间关系，记为 Ａｉｎｔ，则 Ａｉｎｔ＝｛ｐ，ｍ，ｏ，ｓ，ｄ，ｆ，
ｐｉ，ｍｉ，ｏｉ，ｓｉ，ｄｉ，ｆｉ，ｅｑ｝．基本区间关系间的复合运算表
详见文献［１０］．

矩形代数是区间代数在二维空间的扩展，因此共

有１３×１３＝１６９种基本关系，记为 Ａｒｅｃ．若 Ｉｘ∈２Ａｉｎｔ，Ｉｙ∈
２Ａｉｎｔ分别表示矩形代数关系在ｘ轴、ｙ轴的分解关系，则
矩形代数关系可以表示为 Ｉｘ×Ｉｙ．

定理１ 设 Ｌ，Ｚ，Ｖ，Ｕ∈２Ａｉｎｔ，复合运算用（）来表
示，则由 Ｌ，Ｚ及Ｖ，Ｕ组成的矩形代数关系满足（Ｌ×
Ｚ）（Ｖ×Ｕ）＝（ＬＶ）×（ＺＵ）［９］．
２．３ 基于ＭＢＲ的主方向关系与矩形代数间的转换

对于任意两个区域，若将其向 ｘ轴和 ｙ轴进行投
影，则同一坐标轴上投影之间共存在１３种可能的区间关
系，进而３６个基于 ＭＢＲ的主方向关系共可转换为１３×
１３＝１６９种基本关系，这与矩形代数关系一致，因此可利
用矩形代数对基于ＭＢＲ的主方向关系进行表示与推理．

设 ａ为主区域，ｂ为参照区域，若 ａＢｂ，则对应的
矩形代数关系为｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝×｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝；类似地可
得到其他关系所对应的矩形代数关系．最终可将１３种
基本区间关系分为 ６组 Ｐａｒｔ１：｛ｐ，ｍ｝，Ｐａｒｔ２：｛ｏ，ｆｉ｝，
Ｐａｒｔ３：｛ｄｉ｝，Ｐａｒｔ４：｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝，Ｐａｒｔ５：｛ｓｉ，ｏｉ｝，Ｐａｒｔ６：
｛ｐｉ，ｍｉ｝［９］．

定理２ 从表１中任取两组区间关系，令它们的幂
集（在这里将空集除去）做笛卡尔积操作（×），所得的
结果集都对应于唯一的一个主方向关系［９］．

表１ 基于ＭＢＲ的主方向关系与矩形代数关系间的转换表

ｙ
ｘ Ｐａｒｔ１：

｛ｐ，ｍ｝
Ｐａｒｔ２：

｛ｏ，ｆｉ｝
Ｐａｒｔ３：

｛ｄｉ｝
Ｐａｒｔ４：

｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝
Ｐａｒｔ５：

｛ｓｉ，ｏｉ｝
Ｐａｒｔ６：

｛ｐｉ，ｍｉ｝
Ｐａｒｔ１：｛ｐ，ｍ｝ ＳＷ ＳＷ：Ｓ ＳＷ：Ｓ：ＳＥ Ｓ Ｓ：ＳＥ ＳＥ
Ｐａｒｔ２：｛ｏ，ｆｉ｝ Ｗ：ＳＷ Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ Ｗ：Ｂ：Ｅ：ＳＷ：Ｓ：ＳＥ Ｂ：Ｓ Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ Ｅ：ＳＥ
Ｐａｒｔ３：｛ｄｉ｝ ＮＷ：Ｗ：ＳＷ ＮＷ：Ｎ：Ｗ：Ｂ：ＳＷ：Ｓ Ｄｒｅｃ Ｎ：Ｂ：Ｗ Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ：Ｓ：ＳＥ ＮＥ：Ｅ：ＳＥ

Ｐａｒｔ４：｛ｅｑ，ｓ，ｄ，ｆ｝ Ｗ Ｗ：Ｂ Ｗ：Ｂ：Ｅ Ｂ Ｂ：Ｅ Ｅ
Ｐａｒｔ５：｛ｓｉ，ｏｉ｝ ＮＷ：Ｗ ＮＥ：Ｎ：Ｗ：Ｂ ＮＷ：Ｎ：ＮＥ：Ｗ：Ｂ：Ｅ Ｎ：Ｂ Ｎ：ＮＥ：Ｂ：Ｅ ＮＥ：Ｅ
Ｐａｒｔ６：｛ｐｉ，ｍｉ｝ ＮＷ ＮＷ：Ｎ ＮＷ：Ｎ：ＮＥ Ｎ Ｎ：ＮＥ ＮＥ

定义３ 若 Ｖ，Ｕ∈２Ａｉｎｔ，则 ＴＲＤ（Ｖ×Ｕ）表示矩形代
数关系 Ｖ×Ｕ对应的所有基于ＭＢＲ的主方向关系．

例１ ＴＲＤ（ｐ×ｐｉ）＝｛ＮＷ｝；
ＴＲＤ（｛ｐ，ｏ｝×｛ｐｉ，ｓｉ｝）＝ＴＲＤ（（ｐ×ｐｉ），（ｐ×ｓｉ），

（ｏ×ｐｉ），（ｏ×ｓｉ））＝ＴＲＤ（ｐ×ｐｉ）∪（ＴＲＤ（ｐ×ｓｉ）∪
（ＴＲＤ（ｏ×ｐｉ）∪（ＴＲＤ（ｏ×ｓｉ）＝｛ＮＷ，ＮＷ：Ｗ，ＮＷ：Ｎ，
ＮＥ：Ｎ：Ｗ：Ｂ｝．

３ 宽边界区域间方向关系表示模型

３．１ ＭＢＲ宽边界方向关系
定义４ 一个宽边界区域 ａ由两个区域ａ１和 ａ２组

成，其中 ａ１，ａ２∈ＲＥＧ，ａ１ａ２．
为方便说明，将 ａ１与 ａ２分别称为 ａ的内区域和外

区域，二者的边界分别记为ａ１和ａ２．
定义５ 若 ａ是一个宽边界区域，则 ａ的宽边界记

为Δａ，Δａ＝ａ１∪ａ２∪（ａ２－ａ１）．
由定义４和定义５，一个具有不确定边界的区域可

用内、外两个确定区域进行表示，其中外区域表示不确

定区域的最大空间范围；内区域表示不确定区域的确

定空间范围；外、内两个确定区域的差集以及二者的边

界表示不确定边界．基于点集拓扑的宽边界区域定义
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详见文［１３］．
例２ 图２（ａ），（ｂ）分别表示两个确定区域 ａ１和

ａ２，图２（ｃ）表示分别以 ａ１，ａ２为内、外区域构成的宽边
界区域，图２（ｃ）中的两条边界以及其间的深色部分表
示区域的宽边界．

由于宽边界区域的内、外区域均为 ＲＥＧ中区域，因
此可以利用基于确定区域的空间关系模型作为研究宽

边界区域间方向关系的基础．本文以基于 ＭＢＲ的主方
向关系作为内、外区域间的基本关系，通过组合描述方

法表示宽边界区域间方向关系．
定义６ ＤＭＢＲ＝＜Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４＞称为一个 ＭＢＲ

宽边界方向关系，当且仅当存在两个宽边界区域 ａ和
ｂ，其中 ａ１，ｂ１分别为 ａ，ｂ的内区域；ａ２，ｂ２分别为 ａ，ｂ
的外区域，使得 ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１ｍｂｂ（ｂ１），ｍｂｂ（ａ１）Ｄ２ｍｂｂ
（ｂ２），ｍｂｂ（ａ２）Ｄ３ｍｂｂ
（ｂ１），ｍｂｂ（ａ２）Ｄ４ｍｂｂ
（ｂ２），其中 Ｄｉ∈Ｄｒｅｃ，１≤ｉ
≤４．

例３ 如图 ３所示，
宽边界区域 ａ相对于 ｂ
的方向关系为 ＜ＮＷ，
ＮＷ：Ｎ，ＮＷ：Ｎ，ＮＷ：Ｎ
＞．其中 ａ１，ａ２分别为 ａ
的内、外区域 ｂ１，ｂ２分别为 ｂ的内、外区域．
３．２ 基于矩形代数表示ＭＢＲ宽边界方向关系

对于任意一个ＭＢＲ宽边界方向关系 ＤＭＢＲ，设 ＤＭＢＲ
＝＜Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４＞，根据表１和定义３易知：
Ｄ１＝ＴＲ－Ｄ（Ｑ１ｘ×Ｑ１ｙ）， Ｄ２＝ＴＲ－Ｄ（Ｑ２ｘ×Ｑ２ｙ），
Ｄ３＝ＴＲ－Ｄ（Ｑ３ｘ×Ｑ３ｙ）， Ｄ４＝ＴＲ－Ｄ（Ｑ４ｘ×Ｑ４ｙ），

其中 Ｑ１ｘ，…，Ｑ４ｘ，Ｑ１ｙ，…，Ｑ４ｙ∈｛Ｐａｒｔ１，Ｐａｒｔ２，Ｐａｒｔ３，
Ｐａｒｔ４，Ｐａｒｔ５，Ｐａｒｔ６｝，因此可利用矩形代数表示 ＤＭＢＲ．
定义 ７ 对于任意一个 ＭＢＲ宽边界方向关系

ＤＭＢＲ，若 ＤＭＢＲ＝＜Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４＞，则将基于矩形代数
表示的 ＤＭＢＲ记为：

＜Ｑ１ｘ×Ｑ１ｙ，Ｑ２ｘ×Ｑ２ｙ，Ｑ３ｘ×Ｑ３ｙ，Ｑ４ｘ×Ｑ４ｙ＞，
其中 Ｄｊ＝ＴＲ－Ｄ（Ｑｊｘ×Ｑｊｙ），Ｑｊｘ，Ｑｊｙ∈｛Ｐａｒｔ１，Ｐａｒｔ２，
Ｐａｒｔ３，Ｐａｒｔ４，Ｐａｒｔ５，Ｐａｒｔ６｝，１ｊ４．
根据定理２和表１可知，对于任意一个 ＭＢＲ宽边

界方向关系 ＤＭＢＲ，若 ＤＭＢＲ＝＜Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４＞，则其所

对应的＜Ｑ１ｘ×Ｑ１ｙ，Ｑ２ｘ×Ｑ２ｙ，Ｑ３ｘ×Ｑ３ｙ，Ｑ４ｘ×Ｑ４ｙ＞是
唯一确定的．为方便说明，将 ＤＭＢＲ记为如下形式：ＤＭＢＲ
＝＜Ｄ１，Ｄ２，Ｄ３，Ｄ４＞＝＜Ｑ１ｘ×Ｑ１ｙ，Ｑ２ｘ×Ｑ２ｙ，Ｑ３ｘ×
Ｑ３ｙ，Ｑ４ｘ×Ｑ４ｙ＞．
例４ 若 ＤＭＢＲ＝＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，Ｎ：ＮＷ＞，则根据

定义７和表１可知：
ＤＭＢＲ＝＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，Ｎ：ＮＷ＞＝＜Ｐａｒｔ１×Ｐａｒｔ６，
Ｐａｒｔ１×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ１×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ２×Ｐａｒｔ６＞．

４ ＭＢＲ宽边界方向关系间的相容性复合

定义８ Ｒ１，Ｒ２为基本主方向关系，Ｒ１与 Ｒ２间相
容性复合表示为 Ｒ１Ｒ２，它是一个基本主方向关系 Ｒ
的集合，使得存在 ａ，ｂ，ｃ∈ＲＥＧ，ａＲ１ｂ，ｂＲ２ｃ，ａＲｃ，
即：

Ｒ１Ｒ２＝｛Ｒ∈Ｄｂａｓｉｃ：（ａ，ｂ，ｃ）（ａＲ１ｂ∧ｂＲ２ｃ∧ａＲ
ｃ）｝［２］．

基于基本主方向关系的相容性复合，我们给出

ＭＢＲ宽边界方向关系间相容性复合的定义．
定义 ９ Ｄ１ＭＢＲ＝＜Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ１３，Ｄ１４＞和 Ｄ２ＭＢＲ＝

＜Ｄ２１，Ｄ２２，Ｄ２３，Ｄ２４＞为 ＭＢＲ宽边界方向关系，Ｄ１ＭＢＲ与
Ｄ２ＭＢＲ间相容性复合表示为Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ，它是 ＭＢＲ宽边
界方向关系 ＤｉＭＢＲ的集合．
Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ＝｛ＤｉＭＢＲ｜（ａ１，ａ２，ｂ１，ｂ２，ｃ１，ｃ２∈ＲＥＧ）（ａ１
ａ２∧ｂ１ｂ２∧ｃ１ｃ２∧ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１１ｍｂｂ（ｂ１）∧ｍｂｂ
（ａ１）Ｄ１２ｍｂｂ（ｂ２）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１３ｍｂｂ（ｂ１）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１４
ｍｂｂ（ｂ２）∧ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２１ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２２ｍｂｂ（ｃ２）

∧ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２３ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２４ｍｂｂ（ｃ２）∧ｍｂｂ
（ａ１）Ｄｉ１ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ａ１）Ｄｉ２ｍｂｂ（ｃ２）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ３
ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ４ｍｂｂ（ｃ２）∧ＤｉＭＢＲ＝＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，
Ｄｉ４＞）｝．
定理３ 若 Ｒ１，Ｒ２为基本主方向关系，且 Ｒ１＝Ｒ１１：

…：Ｒ１ｋ，则 Ｒ１Ｒ２＝｛Ｒ∈Ｄｂａｓｉｃ：（ｓ１，…，ｓｋ）（Ｒ＝ｔｉｌｅｕ
ｎｉｏｎ（ｓ１，…，ｓｋ）∧ｓ１∈Ｒ１１·Ｒ２∧…∧ｓｋ∈Ｒ１ｋ·Ｒ２）｝［２］．

基于定理３，我们给出定理４—一种 ＭＢＲ宽边界方
向关系间相容性复合的计算方法．

定理４ 若 Ｄ１ＭＢＲ和Ｄ２ＭＢＲ为 ＭＢＲ宽边界方向关系，
其中：

Ｄ１ＭＢＲ＝＜Ｑ１１ｘ×Ｑ１１ｙ，Ｑ１２ｘ×Ｑ１２ｙ，Ｑ１３ｘ×Ｑ１３ｙ，Ｑ１４ｘ×Ｑ１４ｙ＞，
Ｄ２ＭＢＲ＝＜Ｑ２１ｘ×Ｑ２１ｙ，Ｑ２２ｘ×Ｑ２２ｙ，Ｑ２３ｘ×Ｑ２３ｙ，Ｑ２４ｘ×Ｑ２４ｙ＞，
Ｑ１ｊｘ，Ｑ１ｊｙ，Ｑ２ｊｘ，Ｑ２ｊｙ∈｛Ｐａｒｔ１，Ｐａｒｔ２，Ｐａｒｔ３，Ｐａｒｔ４，Ｐａｒｔ５，
Ｐａｒｔ６｝，１ｊ４．
令

Ｉ１ｘ＝Ｑ１１ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２３ｘ，
Ｉ２ｘ＝Ｑ１１ｘＱ２２ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２４ｘ，
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算法 ＣＯＤＭＢＲ（Ｄ１ＭＢＲ，Ｄ２ＭＢＲ）

／计算ＭＢＲ宽边界方向关系间相容性复合的算法／

输入：ＭＢＲ宽边界方向关系 Ｄ１ＭＢＲ＝＜Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ１３，Ｄ１４＞，Ｄ２ＭＢＲ＝＜Ｄ２１，Ｄ２２，Ｄ２３，Ｄ２４＞．

输出：ＭＢＲ宽边界方向关系集合 Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ．

（１） ／初始化／
ＦＯＲｊ＝１ＴＯ４ＤＯ

（Ｐｊ← ．Ｉｊｘ← ．Ｉｊｙ← ）．

Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ← ．

（２） ／基于矩形代数，将 Ｄ１ＭＢＲ与Ｄ２ＭＢＲ转换为相应的序对形式／

Ｄ１ＭＢＲ←＜Ｑ１１ｘ×Ｑ１１ｙ，Ｑ１２ｘ×Ｑ１２ｙ，Ｑ１３ｘ×Ｑ１３ｙ，Ｑ１４ｘ×Ｑ１４ｙ＞．

Ｄ２ＭＢＲ←＜Ｑ２１ｘ×Ｑ２１ｙ，Ｑ２２ｘ×Ｑ２２ｙ，Ｑ２３ｘ×Ｑ２３ｙ，Ｑ２４ｘ×Ｑ２４ｙ＞．

（３） ／确定 Ｉｊｘ，Ｉｊｙ，通过矩形代数关系 Ｉｊｘ×Ｉｊｙ构造Ｄｉｊ的集合Ｐｊ，１ｊ４／

Ｉ１ｘ←Ｑ１１ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２３ｘ．Ｉ２ｘ←Ｑ１１ｘＱ２２ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２４ｘ．

Ｉ３ｘ←Ｑ１３ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１４ｘＱ２３ｘ．Ｉ４ｘ←Ｑ１３ｘＱ２２ｘ∩Ｑ１４ｘＱ２４ｘ．

Ｉ１ｙ←Ｑ１１ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２３ｙ．Ｉ２ｙ←Ｑ１１ｙＱ２２ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２４ｙ．

Ｉ３ｙ←Ｑ１３ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１４ｙＱ２３ｙ．Ｉ４ｙ←Ｑ１３ｙＱ２２ｙ∩Ｑ１４ｙＱ２４ｙ．

Ｐ１←Ｐ１∪ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ×Ｉ１ｙ）．Ｐ２←Ｐ２∪ＴＲ－Ｄ（Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ）．

Ｐ３←Ｐ３∪ＴＲ－Ｄ（Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ）．Ｐ４←Ｐ４∪ＴＲ－Ｄ（Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ）．

（４） ／确定集合 Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ／

ＦｏｒａｌｌＤｉ１ｉｎＰ１Ｄｏ

ＦｏｒａｌｌＤｉ２ｉｎＰ２Ｄｏ

ＦｏｒａｌｌＤｉ３ｉｎＰ３Ｄｏ

ＦｏｒａｌｌＤｉ４ｉｎＰ４Ｄｏ

Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ←Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ∪｛＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，Ｄｉ４＞｝

图４ 算法ＣＯＤＭＢＲ

Ｉ３ｘ＝Ｑ１３ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１４ｘＱ２３ｘ，
Ｉ４ｘ＝Ｑ１３ｘＱ２２ｘ∩Ｑ１４ｘＱ２４ｘ，
Ｉ１ｙ＝Ｑ１１ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２３ｙ，
Ｉ２ｙ＝Ｑ１１ｙＱ２２ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２４ｙ，
Ｉ３ｙ＝Ｑ１３ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１４ｙＱ２３ｙ，
Ｉ４ｙ＝Ｑ１３ｙＱ２２ｙ∩Ｑ１４ｙＱ２４ｙ，

则有：Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ＝｛ＤｉＭＢＲ｜ＤｉＭＢＲ＝
＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，Ｄｉ４＞，Ｄｉ１∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ×
Ｉ１ｙ），Ｄｉ２∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ），Ｄｉ３∈ＴＲ－Ｄ
（Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ），Ｄｉ４∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ）｝．
本文对定理４进行了证明，详见附录

Ⅰ．

５ 复合算法与实例分析

基于定理４，下面给出计算 ＭＢＲ
宽边界方向关系间相容性复合的算

法ＣＯＤＭＢＲ．
算法 ＣＯＤＭＢＲ是正确的．定理１证

明了矩形代数关系间的复合可利用

区间代数关系间的复合进行计算；定

理２证明了基于ＭＢＲ的３６种主方向
关系都对应于一组矩形代数关系，通

过表 １可将主方向关系转换为矩形
代数表示；对于任意两个 ＭＢＲ宽边
界方 向 关 系 Ｄ１ＭＢＲ和 Ｄ２ＭＢＲ，算 法
ＣＯＤＭＢＲ中的（２）基于矩形代数关系将二者表示为四元
组的形式；根据定理 ４和区间代数间的复合运算，
ＣＯＤＭＢＲ中的（３）能够确定 Ｉｊｘ与Ｉｊｙ，根据矩形代数与基于

ＭＢＲ主方系关系间的转换关系，通过矩形代数关系 Ｉｊｘ
×Ｉｊｙ能够确定所有可能的 Ｄｉｊ，并放入集合 Ｐｊ中；
ＣＯＤＭＢＲ通过（４）中的循环语句，以集合 Ｐｊ中的基于

ＭＢＲ主方向关系作为 Ｄｉｊ，ｉ１，１ｊ４，构造所有可能
的 ＤｉＭＢＲ，进而确定集合 Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ．

在机器人导航、地理分析和图像处理等许多实际

应用领域中都存在着具有不确定边界的空间对象，诸

如：可耕地、气候类型区域、某种类型的土壤范围、某种

动物的栖息地等．下面通过一个具体的应用实例说明
本文提出的推理方法．

例５ 在基于农业的 ＧＩＳ中，需要对不同类型的土
壤进行分析定位．根据土壤中各粒级含量的相对比重，
一片土地可划分出若干区域，使得每一个区域代表一

种土壤的质地类型．由于土壤中粒级的不均匀分布，因
此每类土壤的范围通常是不确定的．用确定区域 ａ１，
ｂ１，ｃ１，ａ２，ｂ２，ｃ２分别表示六个土壤区域，如图 ５所示，

其中粘粒（＜０００２ｍｍ）所占比重依次为 ０～１５％，１５％
～２５％和 ２５％ ～４５％，０～１７％，１３％ ～２７％，２３％ ～
４７％．依照国际制土壤质地分类方法，结合宽边界表示
模型，则 ａ１，ａ２对应的宽边界区域 ａ为沙土类土壤．类
似地 ｂ１，ｂ２对应的宽边界区域 ｂ为壤土类土壤；ｃ１，ｃ２
对应的宽边界区域 ｃ为黏壤土类土壤．若已知 ａＤ１ＭＢＲｂ，
ｂＤ２ＭＢＲｃ，其中
Ｄ１ＭＢＲ＝＜Ｄ１１，Ｄ１２，Ｄ１３，Ｄ１４＞＝＜Ｎ，Ｎ，Ｎ：ＮＥ，Ｎ＞，Ｄ２ＭＢＲ
＝＜Ｄ２１，Ｄ２２，Ｄ２３，Ｄ２４＞＝＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，Ｎ：ＮＷ＞，下面
基于本文提出的推理方法确定 ａ，ｃ间的方向关系，即
通过算法ＣＯＤＭＢＲ确定Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ．

根据表１可知：
＜Ｎ，Ｎ，Ｎ：ＮＥ，Ｎ＞＝＜Ｐａｒｔ４×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ４×

Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ５×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ４×Ｐａｒｔ６＞，
＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，Ｎ：ＮＷ＞＝＜Ｐａｒｔ１×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ１

×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ１×Ｐａｒｔ６，Ｐａｒｔ２×Ｐａｒｔ６＞．
根据定理４和区间关系复合表可知：
Ｉ１ｘ＝Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ１∩Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ１＝｛ｐ，ｍ｝，
Ｉ２ｘ＝Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ１∩Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ２＝｛ｍ｝，
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Ｉ３ｘ＝Ｐａｒｔ５Ｐａｒｔ１∩Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ１＝｛ｍ｝，
Ｉ４ｘ＝Ｐａｒｔ５Ｐａｒｔ１∩Ｐａｒｔ４Ｐａｒｔ２＝｛ｐ，ｍ，ｏ，ｆｉ｝，
Ｉ１ｙ＝Ｉ２ｙ＝Ｉ３ｙ＝Ｉ４ｙ＝Ｐａｒｔ６Ｐａｒｔ６（Ｐａｒｔ６Ｐａｒｔ６＝｛ｐｉ｝．
根据表１和定义３可知：
ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ×Ｉ１ｙ）＝（｛ｐ，ｍ｝×｛ｐｉ｝）＝｛ＮＷ｝，
ＴＲ－Ｄ（Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ）＝（｛ｍ｝×｛ｐｉ｝）＝｛ＮＷ｝，
ＴＲ－Ｄ（Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ）＝（｛ｍ｝×｛ｐｉ｝）＝｛ＮＷ｝，
ＴＲ－Ｄ（Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ）＝（｛ｐ，ｍ，ｏ，ｆｉ｝×｛ｐｉ｝）＝｛ＮＷ，
ＮＷ：Ｎ｝．
因此 Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ＝｛＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ＞，＜ＮＷ，

ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ：Ｎ＞｝．

由图５易验证，若 ａＤ１ＭＢＲｂ，ｂＤ２ＭＢＲｃ，则 ａ，ｃ间共有２
种可能的ＭＢＲ宽边界方向关系，即＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ＞
与＜ＮＷ，ＮＷ，ＮＷ，Ｎ：ＮＷ＞．

６ 结论

本文提出了一种基于ＭＢＲ的不确定区域间方向关
系建模方法．采用宽边界统一表示区域的不确定边界，
将矩形代数的良好计算性质应用于不确定区域间 ＭＢＲ
主方向关系的表示与推理中，定义了 ＭＢＲ宽边界方向
关系，用以表示不确定区域间的方向关系；给出ＭＢＲ宽
边界方向关系间相容性复合的定义；基于矩形代数提

出一种复合运算方法，并形式化证明其正确性．本文的
研究工作能够对不确定区域间方向关系进行定性表示

与推理，并为不确定区域间多种空间关系的结合表示

与推理奠定了研究基础．
附录Ⅰ
证明：设 ＣＯＭ为ＭＢＲ宽边界方向关系集合．
ＣＯＭ＝｛ＤｉＭＢＲ｜ＤｉＭＢＲ＝＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，Ｄｉ４＞，Ｄｉ１∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ
×Ｉ１ｙ），Ｄｉ２∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ），Ｄｉ３∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ），Ｄｉ４
∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ）｝．

（１）对于任意 ＤｉＭＢＲ∈Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ往证：
ＤｉＭＢＲ∈ＣＯＭ．

由定义９，存在 ａ１，ａ２，ｂ１，ｂ２，ｃ１，ｃ２∈ＲＥＧ，且 ａ１
ａ２，ｂ１ｂ２，ｃ１ｃ２，使得：
ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１１ｍｂｂ（ｂ１），ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１２ｍｂｂ（ｂ２），

ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１３ｍｂｂ（ｂ１），ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１４ｍｂｂ（ｂ２），
ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２１ｍｂｂ（ｃ１），ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２２ｍｂｂ（ｃ２），
ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２３ｍｂｂ（ｃ１），ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２４ｍｂｂ（ｃ２），
ｍｂｂ（ａ１）Ｄｉ１ｍｂｂ（ｃ１），ｍｂｂ（ａ１）Ｄｉ２ｍｂｂ（ｃ２），
ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ３ｍｂｂ（ｃ１），ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ４ｍｂｂ（ｃ２），
ＤｉＭＢＲ＝＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，Ｄｉ４＞＝＜Ｑｉ１ｘ×Ｑｉ１ｙ，Ｑｉ２ｘ×Ｑｉ２ｙ，Ｑｉ３ｘ
×Ｑｉ３ｙ，Ｑｉ４ｘ×Ｑｉ４ｙ＞．
将区域 ａ１，ａ２，

ｂ１，ｂ２，ｃ１，ｃ２向 ｘ轴
和ｙ轴进行投影，投
影记 为 Ｐｒｏｊｘ（ａ１），
Ｐｒｏｊｘ（ｂ１），Ｐｒｏｊｘ（ｃ１），
Ｐｒｏｊｘ（ａ２），Ｐｒｏｊｘ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｘ（ｃ２）；Ｐｒｏｊｙ（ａ１），
Ｐｒｏｊｙ（ｂ１），Ｐｒｏｊｙ（ｃ１），
Ｐｒｏｊｙ（ａ２），Ｐｒｏｊｙ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｙ（ｃ２）．由于 ａ１，ａ２，ｂ１，ｂ２，ｃ１，ｃ２为确定区域，因此坐
标轴上的投影之间满足区间代数中的１３种基本关系，
如图６，进而有下面表达式成立：
Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１１ｘＰｒｏｊｘ（ｂ１），Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１２ｘＰｒｏｊｘ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｘ（ａ２）ｑ１３ｘＰｒｏｊｘ（ｂ１），Ｐｒｏｊｘ（ａ２）ｑ１４ｘＰｒｏｊｘ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｙ（ａ１）ｑ１１ｙＰｒｏｊｙ（ｂ１），Ｐｒｏｊｙ（ａ１）ｑ１２ｙＰｒｏｊｙ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｙ（ａ２）ｑ１３ｙＰｒｏｊｙ（ｂ１），Ｐｒｏｊｙ（ａ２）ｑ１４ｙＰｒｏｊｙ（ｂ２），
Ｐｒｏｊｘ（ｂ１）ｑ２１ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），Ｐｒｏｊｘ（ｂ１）ｑ２２ｘＰｒｏｊｘ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｘ（ｂ２）ｑ２３ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），Ｐｒｏｊｘ（ｂ２）ｑ２４ｘＰｒｏｊｘ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｙ（ｂ１）ｑ２１ｙＰｒｏｊｙ（ｃ１），Ｐｒｏｊｙ（ｂ１）ｑ２２ｙＰｒｏｊｙ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｙ（ｂ２）ｑ２３ｙＰｒｏｊｙ（ｃ１），Ｐｒｏｊｙ（ｂ２）ｑ２４ｙＰｒｏｊｙ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑｉ１ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑｉ２ｘＰｒｏｊｘ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｘ（ａ２）ｑｉ３ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），Ｐｒｏｊｘ（ａ２）ｑｉ４ｘＰｒｏｊｘ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｙ（ａ１）ｑｉ１ｙＰｒｏｊｙ（ｃ１），Ｐｒｏｊｙ（ａ１）ｑｉ２ｙＰｒｏｊｙ（ｃ２），
Ｐｒｏｊｙ（ａ２）ｑｉ３ｙＰｒｏｊｙ（ｃ１），Ｐｒｏｊｙ（ａ２）ｑｉ４ｙＰｒｏｊｙ（ｃ２），
其中 ｑ１ｊｘ，ｑ１ｊｙ，ｑ２ｊｘ，ｑ２ｊｙ，ｑｉｊｘ，ｑｉｊｙ∈Ａｉｎｔ，１ｊ４，因此可知：
ＴＲ－Ｄ（ｑ１１ｘ×ｑ１１ｙ）＝Ｄ１１，ＴＲ－Ｄ（ｑ１２ｘ×ｑ１２ｙ）＝Ｄ１２，
ＴＲ－Ｄ（ｑ１３ｘ×ｑ１３ｙ）＝Ｄ１３，ＴＲ－Ｄ（ｑ１４ｘ×ｑ１４ｙ）＝Ｄ１４，
ＴＲ－Ｄ（ｑ２１ｘ×ｑ２１ｙ）＝Ｄ２１，ＴＲ－Ｄ（ｑ２２ｘ×ｑ２２ｙ）＝Ｄ２２，
ＴＲ－Ｄ（ｑ２３ｘ×ｑ２３ｙ）＝Ｄ２３，ＴＲ－Ｄ（ｑ２４ｘ×ｑ２４ｙ）＝Ｄ２４，
ＴＲ－Ｄ（ｑｉ１ｘ×ｑｉ１ｙ）＝Ｄｉ１，ＴＲ－Ｄ（ｑｉ２ｘ×ｑｉ２ｙ）＝Ｄｉ２，
ＴＲ－Ｄ（ｑｉ３ｘ×ｑｉ３ｙ）＝Ｄｉ３，ＴＲ－Ｄ（ｑｉ４ｘ×ｑｉ４ｙ）＝Ｄｉ４，
Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１１ｘＰｒｏｊｘ（ｂ１）∧Ｐｒｏｊｘ（ｂ１）ｑ２１ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１）∧Ｐｒｏｊｘ（ａ１）
ｑ１２ｘＰｒｏｊｘ（ｂ２）∧Ｐｒｏｊｘ（ｂ２）ｑ２３ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），
Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１１ｘｑ２１ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１）∧Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１２ｘｑ２３ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），
Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑ１１ｘｑ２１ｘ∩ｑ１２ｘｑ２３ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１）．
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由于 Ｐｒｏｊｘ（ａ１）ｑｉ１ｘＰｒｏｊｘ（ｃ１），因此有 ｑｉ１ｘ∈ｑ１１ｘｑ２１ｘ∩ｑ１２ｘ
ｑ２３ｘ．
同理可证：ｑｉ１ｙ∈ｑ１１ｙｑ２１ｙ∩ｑ１２ｙｑ２３ｙ．
已知 ａ１Ｄ１１ｂ１，ＴＲ－Ｄ（ｑ１１ｘ×ｑ１１ｙ）＝Ｄ１１，由于 Ｄ１１＝Ｑ１１ｘ

×Ｑ１１ｙ，因此 ｑ１１ｘ×ｑ１１ｙ∈Ｑ１１ｘ×Ｑ１１ｙ，即 ｑ１１ｘ∈Ｑ１１ｘ，ｑ１１ｙ∈
Ｑ１１ｙ．同理可证 ｑ１ｊｘ∈Ｑ１ｊｘ，ｑ２ｊｘ∈Ｑ２ｊｘ，ｑ１ｊｙ∈Ｑ１ｊｙ，ｑ２ｊｙ∈Ｑ２ｊｙ，１

ｊ４．因此：
ｑｉ１ｘ∈Ｑ１１ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２３ｘ，ｑｉ１ｙ∈Ｑ１１ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２３ｙ，
ｑｉ１ｘ×ｑｉ１ｙ∈（Ｑ１１ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２３ｘ）×（Ｑ１１ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１２ｙ
Ｑ２３ｙ），ｑｉ１ｘ×ｑｉ１ｙ∈Ｉ１ｘ×Ｉ１ｙ．
类似地，依次可证得 ｑｉ２ｘ×ｑｉ２ｙ∈Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ，ｑｉ３ｘ×ｑｉ３ｙ

∈Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ，ｑｉ４ｘ×ｑｉ４ｙ∈Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ．因此有：
Ｄｉ１∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ×Ｉ１ｙ），Ｄｉ２∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ２ｘ×Ｉ２ｙ），
Ｄｉ３∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ３ｘ×Ｉ３ｙ），Ｄｉ４∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ４ｘ×Ｉ４ｙ）．
即 ＤｉＭＢＲ∈ＣＯＭ．
（２）对于任意一个 ＤｉＭＢＲ∈ＣＯＭ，往证：

ＤｉＭＢＲ∈Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ．
首先设 ＤｉＭＢＲ＝＜Ｄｉ１，Ｄｉ２，Ｄｉ３，Ｄｉ４＞＝＜Ｑｉ１ｘ×Ｑｉ１ｙ，

Ｑｉ２ｘ×Ｑｉ２ｙ，Ｑｉ３ｘ×Ｑｉ３ｙ，Ｑｉ４ｘ×Ｑｉ４ｙ＞，其中 Ｑｉｊｘ，Ｑｉｊｙ∈
｛Ｐａｒｔ１，Ｐａｒｔ２，Ｐａｒｔ３，Ｐａｒｔ４，Ｐａｒｔ５，Ｐａｒｔ６｝，１ｊ４．

已知 Ｄｉ１∈ＴＲ－Ｄ（Ｉ１ｘ×Ｉ１ｙ），ＴＲ－Ｄ（Ｑｉ１ｘ×Ｑｉ１ｙ）＝Ｄｉ１，
因此存在 ｑｉ１ｘ∈Ｑｉ１ｘ，ｑｉ１ｙ∈Ｑｉ１ｙ，使得（ｑｉ１ｘ×ｑｉ１ｙ∈Ｉ１ｘ×
Ｉ１ｙ）∧（ＴＲ－Ｄ（ｑｉ１ｘ×ｑｉ１ｙ）＝Ｄｉ１）．进而可知（ｑｉ１ｘ∈Ｉ１ｘ）∧
（ｑｉ１ｙ×Ｉ１ｙ），即有表达式（ｑｉ１ｘ∈Ｑ１１ｘＱ２１ｘ∩Ｑ１２ｘＱ２３ｘ）∧
（ｑｉ１ｙ∈Ｑ１１ｙＱ２１ｙ∩Ｑ１２ｙＱ２３ｙ）成立，因此存在 ｘ轴上区间：
ｔ１ｘ，ｔ２ｘ，ｔ３ｘ，ｍ１ｘ，ｍ２ｘ，ｍ３ｘ；ｙ轴上区间：ｒ１ｙ，ｒ２ｙ，ｒ３ｙ，ｎ１ｙ，
ｎ２ｙ，ｎ３ｙ，使得：
（ｔ１ｘＱ１１ｘｔ２ｘ∧ｔ２ｘＱ２１ｘｔ３ｘ∧ｔ１ｘｑｉ１ｘｔ３ｘ）∧（ｒ１ｙＱ１１ｙｒ２ｙ∧ｒ２ｙＱ２１ｙｒ３ｙ
∧ｒ１ｙｑｉ１ｙｒ３ｙ）∧（ｍ１ｘＱ１２ｘｍ２ｘ∧ｍ２ｘＱ２３ｘｍ３ｘ∧ｍ１ｘｑｉ１ｘｍ３ｘ）∧
（ｎ１ｙＱ１２ｙｎ２ｙ∧ｎ２ｙＱ２３ｙｎ３ｙ∧ｎ１ｙｑｉ１ｙｎ３ｙ）．
构造矩形区域 ｅ１，ｅ２∈ＲＥＧ，Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）＝ｔ１ｘ，Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）＝
ｒ１ｙ；Ｐｒｏｊｘ（ｅ２）＝ｔ２ｘ，Ｐｒｏｊｙ（ｅ２）＝ｒ２ｙ，故有 Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）Ｑ１１ｘ
Ｐｒｏｊｘ（ｅ２）∧Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）Ｑ１１ｙＰｒｏｊｘ（ｅ２）．由于 Ｄ１１＝ＴＲ－Ｄ（Ｑ１１ｘ
×Ｑ１１ｙ），因此 ｅ１Ｄ１１ｅ２．
同理，由 Ｄｉ１可继续构造矩形区域 ｅ３，ｆ１，ｆ２，ｆ３∈

ＲＥＧ，使得：
（ｅ１Ｄ１１ｅ２∧ｅ２Ｄ２１ｅ３∧ｅ１Ｄｉ１ｅ３）∧（ｆ１Ｄ１２ｆ２∧ｆ２Ｄ２３ｆ３∧

ｆ１Ｄｉ１ｆ３）．
类似地，可继续构造矩形区域 ｇ１，ｇ２，ｇ３，ｈ１，ｈ２，

ｈ３，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｌ１，ｌ２，ｌ３，ｕ１，ｕ２，ｕ３，ｖ１，ｖ２，ｖ３∈ＲＥＧ，使得：
（ｇ１Ｄ１１ｇ２∧ｇ２Ｄ２２ｇ３∧ｇ１Ｄｉ２ｇ３）∧（ｈ１Ｄ１２ｈ２∧ｈ２Ｄ２４ｈ３

∧ｈ１Ｄｉ２ｈ３）．
（ｋ１Ｄ１３ｋ２∧ｋ２Ｄ２１ｋ３∧ｋ１Ｄｉ３ｋ３）∧（ｌ１Ｄ１４ｌ２∧ｌ２Ｄ２３ｌ３∧

ｌ１Ｄｉ３ｌ３）．
（ｕ１Ｄ１３ｕ２∨ｕ２Ｄ２２ｕ３∧ｕ１Ｄｉ４ｕ３）∧（ｖ１Ｄ１４ｖ２∧ｖ２Ｄ２４ｖ３∧

ｖ１Ｄｉ４ｖ３）．
进而有下面表达式（１）成立：
（ｅ１Ｄ１１ｅ２∧ｇ１Ｄ１１ｇ２）∧（ｆ１Ｄ１２ｆ２∧ｈ１Ｄ１２ｈ２）∧
（ｋ１Ｄ１３ｋ２∧ｕ１Ｄ１３ｕ２）∧（ｌ１Ｄ１４ｌ２∧ｖ１Ｄ１４ｖ２）∧
（ｅ２Ｄ２１ｅ３∧ｋ２Ｄ２１ｋ３）∧（ｇ２Ｄ２２ｇ３∧ｕ２Ｄ２２ｕ３）∧
（ｆ２Ｄ２３ｆ３∧ｌ２Ｄ２３ｌ３）∧（ｈ２Ｄ２４ｈ３∧ｖ２Ｄ２４ｖ３）∧
（ｅ１Ｄｉ１ｅ３∧ｆ１Ｄｉ１ｆ３）∧（ｇ１Ｄｉ２ｇ３∧ｈ１Ｄｉ２ｈ３）∧
（ｋ１Ｄｉ３ｋ３∧ｌ１Ｄｉ３ｌ３）∧（ｕ１Ｄｉ４ｕ３∧ｖ１Ｄｉ４ｖ３） （１）

由表达式（１）可知，Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）与 Ｐｒｏｊｘ（ｇ１），Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）
与 Ｐｒｏｊｙ（ｇ１）之间可能满足任意一种基本区间关系，若令
Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）＝Ｐｒｏｊｘ（ｇ１），Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）＝Ｐｒｏｊｙ（ｇ１），则 ｅ１＝ｇ１．
同理，存在区域 ｅ２，ｅ３，ｇ２，ｇ１ｆ１，ｆ２，ｆ３，ｈ１，ｈ２，ｕ１，

ｕ２，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｖ１，ｖ２，ｌ１，ｌ２，ｌ３，其中：ｅ２＝ｇ２＝ｋ２＝ｕ２，ｆ１
＝ｈ１，ｆ２＝ｈ２＝ｌ２＝ｖ２，ｋ１＝ｕ１，ｌ１＝ｖ１，ｅ３＝ｋ３，ｆ３＝ｌ３，ｇ３
＝ｕ３，ｈ３＝ｖ３，使得：

（ｅ１Ｄ１１ｅ２∧ｆ１Ｄ１２ｆ２∧ｋ１Ｄ１３ｅ２∧ｌ１Ｄ１４ｆ２）∧
（ｅ２Ｄ２１ｅ３∧ｅ２Ｄ２２ｇ３∧ｆ２Ｄ２３ｆ３∧ｆ２Ｄ２４ｈ３）∧
（ｅ１Ｄｉ１ｅ３∧ｆ１Ｄｉ１ｆ３∧ｅ１Ｄｉ２ｇ３∧ｆ１Ｄｉ２ｈ３∧
ｋ１Ｄｉ３ｅ３∧ｌ１Ｄｉ３ｆ３∧ｋ１Ｄｉ４ｇ３∧ｌ１Ｄｉ４ｈ３） （２）

令 Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）＝Ｐｒｏｊｘ（ｆ１），Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）＝Ｐｒｏｊｙ（ｆ１），则 ｅ１
＝ｆ１．同理，存在区域 ｅ３，ｆ３，ｋ１，ｌ１，ｇ３，ｈ３，其中 ｅ３＝ｆ３，
ｋ１＝ｌ１，ｇ３＝ｈ３，使得：
（ｅ１Ｄ１１ｅ２∧ｅ１Ｄ１２ｆ２∧ｋ１Ｄ１３ｅ２∧ｋ１Ｄ１４ｆ２）∧（ｅ２Ｄ２１ｅ３∧

ｅ２Ｄ２２ｇ３∧ｆ２Ｄ２３ｅ３∧ｆ２Ｄ２４ｇ３）∧（ｅ１Ｄｉ１ｅ３∧ｅ１Ｄｉ２ｇ３∧ｋ１Ｄｉ３ｅ３
∧ｋ１Ｄｉ４ｇ３） （３）

令 Ｐｒｏｊｘ（ｅ１）｛ｓ，ｄ，ｆ，ｅｑ｝Ｐｒｏｊｘ（ｋ１），Ｐｒｏｊｙ（ｅ１）｛ｓ，ｄ，
ｆ，ｅｑ｝Ｐｒｏｊｙ（ｋ１），则有 ｅ１ｋ１．同理，存在区域 ｅ２，ｆ２，ｅ３，
ｇ３，其中 ｅ２ｆ２，ｅ３ｇ３，并使得上面表达式（３）成立．
令 ａ１＝ｅ１，ａ２＝ｋ１，ｂ１＝ｅ２，ｂ２＝ｆ２，ｃ１＝ｅ３，ｃ２＝ｇ１，

则 ａ１ａ２，ｂ１ｂ２，ｃ１ｃ２．
由于 ｅ１为矩形区域，因此 ｅ１＝ｍｂｂ（ｅ１），即 ａ１＝

ｍｂｂ（ａ１），同理 ａ２＝ｍｂｂ（ａ２），ｂ１＝ｍｂｂ（ｂ１），ｂ２＝ｍｂｂ
（ｂ２），ｃ１＝ｍｂｂ（ｃ１），ｃ２＝ｍｂｂ（ｃ２），使得：
（ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１１ｍｂｂ（ｂ１）∧ｍｂｂ（ａ１）Ｄ１２ｍｂｂ（ｂ２）∧
ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１３ｍｂｂ（ｂ１）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄ１４ｍｂｂ（ｂ２））∧
ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２１ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ｂ１）Ｄ２２ｍｂｂ（ｃ２）∧
ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２３ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ｂ２）Ｄ２４ｍｂｂ（ｃ２））∧
（ｍｂｂ（ａ１）Ｄｉ１ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ａ１）Ｄｉ２ｍｂｂ（ｃ２）∧
ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ３ｍｂｂ（ｃ１）∧ｍｂｂ（ａ２）Ｄｉ４ｍｂｂ（ｃ２）） （４）
由定义９可知：ＤｉＭＢＲ∈Ｄ１ＭＢＲＤ２ＭＢＲ．
综上所述，定理４得证．
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